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1. 判别模型

1. 生成模型与判别模型的对比
朴素贝叶斯是一种生成模型，它通过建模类别如何生成输入数据

(即计算似然P(d|c)与先验P(c))，来间接推导后验概率P(c|d)；而逻辑回
归则是一种判别模型，直接学习输入与类别之间的映射，即，直接估
计P(c|d)。
直观比喻说明：生成模型会尝试了解“狗长什么样”和“猫长什么

样”，而判别模型只关心“如何区分狗和猫”。这种区别使得逻辑回归能
更直接地关注那些对区分不同类别最有用的特征，而不必刻意去理解每
个类别的完整分布。

2. 逻辑回归的特点
逻辑回归是一种用于发现输入特征与某个特定结果之间联系的监督

学习算法，可以用于将观察实例划分为两个类别，也可以扩展为多类别
情形，即，多项逻辑回归 (softmax回归)。

它不仅是社会科学和自然科学中极为重要的分析工具，也是NLP领
域中最常用的分类基线模型之一。此外，逻辑回归与神经网络有密切关
系，神经网络可以看作是由多个逻辑回归分类器逐层堆叠而成的。
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1. 判别模型

3. 概率分类器的组成要素
构建一个概率分类器所需的四个核心组件 (以逻辑回归为例)：
¬ 特征表示：将每个输入实例 x(i) 表示为一个特征向量，例如

[x1, x2, . . . , xn]；

­ 分类函数：一个通过计算 p(y | x) 来产生估计类别 ŷ 的函数，如，
用于二分类的Sigmoid函数以及多分类中的Softmax函数；

® 目标函数：通常以损失函数形式定义，用来衡量模型输出与真实
标签之间的差异，进而作为模型学习的优化目标，如，交叉熵损失函数；

¯ 优化算法：用于最小化目标函数，教材介绍了随机梯度下降
（SGD）等算法作为参数更新的方法。

训练与测试阶段：训练阶段旨在通过优化目标函数来学习分类函数
中的参数，而测试阶段则利用学到的参数对新的输入实例进行类别概率
的计算，并依据概率大小作出最终分类决策。
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2. Sigmoid函数
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2. Sigmoid函数

二元逻辑回归的核心思想：通过对输入特征进行线性加权求和得到
一个实数得分 z，再利用Sigmoid函数将 z 映射为一个介于0和1之间的数
值，从而实现概率估计，并最终用于二元分类决策。Sigmoid函数是将线
性模型输出转化为概率的关键步骤。

1. 二元逻辑回归分类的背景
对每个输入实例 x （通常以特征向量 [x1, x2, . . . , xn] 表示）进行二

分类决策，输出 y 的取值为 1（表示正类）或 0（表示负类）。模型的目
标是估计 P(y = 1 | x)，即给定输入 x 属于正类的概率。

2. 线性组合与得分（Logit）的计算
为了做出分类决策，模型首先为每个特征分配一个权重 wi（权重可

以为正也可以为负，反映了该特征对分类决策的正向或负向影响），并
设有一个偏置项 b。将所有特征与对应权重进行线性组合，再加上偏置
项，得到一个实数值得分 z，即

z = w · x + b

这里的 z 称为logit，它反映了输入 x 对正类的“证据总量”，但 z 本身可
能取任意实数值，不能直接作为概率解释。
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2. Sigmoid函数

3. Sigmoid函数及其作用
为了将得分 z 映射到概率区间 (0, 1) 内，逻辑回归采用了Sigmoid

（或称Logistic）函数，其定义为

σ(z) = 1

1 + exp(−z)

Sigmoid函数具有以下3个重要性质：
- 区间映射：它能将任意实数 z 映射到区间 (0, 1)，正好符合概率的

定义；

- 非线性特性：在 z 附近近似线性，而当 z 远离 0 时迅速饱和
于0或1，这有助于抑制极端得分的影响；

- 可微性：Sigmoid函数是光滑且处处可导的，为后续的梯度下降优
化提供了数学基础。
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2. Sigmoid函数

5.1 • THE SIGMOID FUNCTION 79

P(y = 1|x) that this observation is a member of the class. So perhaps the decision
is “positive sentiment” versus “negative sentiment”, the features represent counts of
words in a document, P(y = 1|x) is the probability that the document has positive
sentiment, and P(y = 0|x) is the probability that the document has negative senti-
ment.

Logistic regression solves this task by learning, from a training set, a vector of
weights and a bias term. Each weight wi is a real number, and is associated with one
of the input features xi. The weight wi represents how important that input feature
is to the classification decision, and can be positive (providing evidence that the in-
stance being classified belongs in the positive class) or negative (providing evidence
that the instance being classified belongs in the negative class). Thus we might
expect in a sentiment task the word awesome to have a high positive weight, and
abysmal to have a very negative weight. The bias term, also called the intercept, isbias term

intercept another real number that’s added to the weighted inputs.
To make a decision on a test instance—after we’ve learned the weights in training—

the classifier first multiplies each xi by its weight wi, sums up the weighted features,
and adds the bias term b. The resulting single number z expresses the weighted sum
of the evidence for the class.

z =

(
n∑

i=1

wixi

)
+b (5.2)

In the rest of the book we’ll represent such sums using the dot product notationdot product

from linear algebra. The dot product of two vectors a and b, written as a ·b, is the
sum of the products of the corresponding elements of each vector. (Notice that we
represent vectors using the boldface notation b). Thus the following is an equivalent
formation to Eq. 5.2:

z = w ·x+b (5.3)

But note that nothing in Eq. 5.3 forces z to be a legal probability, that is, to lie
between 0 and 1. In fact, since weights are real-valued, the output might even be
negative; z ranges from −∞ to ∞.

Figure 5.1 The sigmoid function σ(z) = 1
1+e−z takes a real value and maps it to the range

(0,1). It is nearly linear around 0 but outlier values get squashed toward 0 or 1.

To create a probability, we’ll pass z through the sigmoid function, σ(z). Thesigmoid

sigmoid function (named because it looks like an s) is also called the logistic func-
tion, and gives logistic regression its name. The sigmoid has the following equation,logistic

function
shown graphically in Fig. 5.1:

σ(z) =
1

1+ e−z =
1

1+ exp(−z)
(5.4)

4. 概率输出与对偶关系
应用Sigmoid函数后，逻辑回归模型将得分 z 转换为正类概率：

P(y = 1 | x) = σ(w · x + b)

由于 1− σ(z) = σ(−z)，负类的概率可以表示为：

P(y = 0 | x) = 1− σ(w · x + b) = σ(−(w · x + b))
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2. Sigmoid函数

在逻辑回归中，线性组合 z = w · x + b被称为 logit，它实际上代表
了正类概率 p 的对数几率，即

logit(p) = ln
(

p
1− p

)
而 Sigmoid 函数正好是这个 logit 函数的逆函数，它将任意实数 z

映射回一个介于 0 和 1 之间的概率值，即

σ(z) = 1

1 + exp(−z)

因此，称 z 为 logit 意味着可以将 z 看作是由概率通过 logit 转换得
到的数值，再通过 Sigmoid 函数将其逆转换回来得到原始的概率。
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3. 逻辑回归分类

目录

1 判别模型

2 Sigmoid函数

3 逻辑回归分类

4 多类别逻辑回归

5 逻辑回归模型的参数学习过程

6 交叉熵损失函数

7 梯度下降

8 正则化

9 多类别逻辑回归梯度计算

10 逻辑回归模型解释

zjzhang (HZNU) 文本挖掘 2025-02-01 11 / 61



3. 逻辑回归分类

利用逻辑回归模型进行分类决策

1. 利用Sigmoid函数进行概率估计
- 给定一个输入实例 x（通常表示为特征向量 [x1, x2, . . . , xn]），通过

将输入与模型参数（权重 w 和偏置 b）线性组合得到得分 z = w · x + b；
- 将得分 z 通过Sigmoid函数 σ(z) = 1

1+exp(−z) 转化为一个介于 0 和
1 之间的数值，从而估计正类概率 P(y = 1 | x) = σ(w · x + b)；

2. 分类决策规则
- 决策边界设定为 0.5：如果 P(y = 1 | x) > 0.5 则判定输入 x 属于

正类（例如正面情感），否则判定为负类（例如负面情感）；

- 这种基于概率阈值的决策机制使得逻辑回归能够直接将连续的概
率输出转换为离散的类别标签。
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3. 逻辑回归分类

情感分类应用示例

以电影评论情感分类为例，提取文档的多个特征（如正向词计数、
负向词计数、否定词标识、代词计数、感叹号出现与否、文档长度等）
构成特征向量。

5.2 • CLASSIFICATION WITH LOGISTIC REGRESSION 81

5.2.1 Sentiment Classification
Suppose we are doing binary sentiment classification on movie review text, and
we would like to know whether to assign the sentiment class + or − to a review
document doc. We’ll represent each input observation by the 6 features x1 . . .x6 of
the input shown in the following table; Fig. 5.2 shows the features in a sample mini
test document.

Var Definition Value in Fig. 5.2
x1 count(positive lexicon words ∈ doc) 3
x2 count(negative lexicon words ∈ doc) 2

x3

{
1 if “no” ∈ doc
0 otherwise 1

x4 count(1st and 2nd pronouns ∈ doc) 3

x5

{
1 if “!” ∈ doc
0 otherwise 0

x6 ln(word count of doc) ln(66) = 4.19

 It's hokey . There are virtually no surprises , and the writing is second-rate . 
So why was it so enjoyable  ? For one thing , the cast is
 great . Another nice touch is the music . I was overcome with the urge to get off
 the couch and start dancing .  It sucked me in , and it'll do the same to you  .

x1=3 x6=4.19

x3=1

x4=3x5=0

x2=2

Figure 5.2 A sample mini test document showing the extracted features in the vector x.

Let’s assume for the moment that we’ve already learned a real-valued weight
for each of these features, and that the 6 weights corresponding to the 6 features
are [2.5,−5.0,−1.2,0.5,2.0,0.7], while b = 0.1. (We’ll discuss in the next section
how the weights are learned.) The weight w1, for example indicates how important
a feature the number of positive lexicon words (great, nice, enjoyable, etc.) is to
a positive sentiment decision, while w2 tells us the importance of negative lexicon
words. Note that w1 = 2.5 is positive, while w2 =−5.0, meaning that negative words
are negatively associated with a positive sentiment decision, and are about twice as
important as positive words.

Given these 6 features and the input review x, P(+|x) and P(−|x) can be com-
puted using Eq. 5.5:

p(+|x) = P(y = 1|x) = σ(w ·x+b)

= σ([2.5,−5.0,−1.2,0.5,2.0,0.7] · [3,2,1,3,0,4.19]+0.1)
= σ(.833)
= 0.70 (5.8)

p(−|x) = P(y = 0|x) = 1−σ(w ·x+b)

= 0.30
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3. 逻辑回归分类

假设已经通过训练学得权重向量[2.5,−5.0,−1.2, 0.5, 2.0, 0.7]）和偏
置 b = 0.1，模型计算得到 z = w · x + b 后，通过Sigmoid函数转化为
P(y = 1 | x) = 0.70；因此，该电影评论被判定为正面情感。

P(y = 1 | x) = σ(w · x + b)

= σ
(
[2.5, −5.0, −1.2, 0.5, 2.0, 0.7] · [3, 2, 1, 3, 0, 4.19] + 0.1

)
= σ(0.833)

= 0.70

P(y = 0 | x) = 1− σ(w · x + b)
= 0.30
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3. 逻辑回归分类

特征值标准化 (standardization)

1. 为何需要对输入特征进行缩放
不同特征可能取值范围差异很大，这会导致在模型训练过程中，各

特征对损失函数梯度的贡献不均，从而影响参数更新的效率和最终模型
的收敛速度。当特征值处于可比较的数值范围内时，模型更容易平衡各
个特征的影响，进而加快梯度下降的过程，提高学习效率。

2. z-score标准化方法
将每个特征的数据转化为均值为0、标准差为1的分布，使得各特征

具有相似的尺度，具体操作是：

首先，计算特征 xi 在所有 m 个样本中的均值 µi =
1
m
∑m

j=1 x(j)i 和

标准差 σi =
√

1
m
∑m

j=1(x
(j)
i − µi)2；然后，用公式

x′i =
xi − µi

σi

将原始特征 xi 转换为标准化后的特征 x′i。
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3. 逻辑回归分类

3. 归一化 (normalization)方法
将特征值缩放到固定区间内（通常是0到1），这种方法有助于在模

型中直接比较不同特征的数值。归一化操作的公式为：

x′i =
xi − min(xi)

max(xi)− min(xi)

其中，min(xi) 和 max(xi) 分别表示特征 xi 在数据集中出现的最小值和
最大值。

4. 其他任务与特征设计
- 除了情感分类，逻辑回归还可以应用于其他文本分类任务（如句

末标点的歧义消解等），在这些任务中，任何能够反映输入信息的属性
都可作为特征；

- 特征既可以由人工设计，也可以通过表示学习自动获得；此外，
还可以考虑特征之间的交互作用，以提高分类性能。
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3. 逻辑回归分类

5. 批量处理与向量化实现
为了提高计算效率，逻辑回归通常采用矩阵运算对多个测试实例进

行并行处理。将所有测试实例的特征向量构成一个矩阵 X（每行为一个
实例），利用矩阵乘法 Xw + b 计算所有实例的得分，再对每个得分应
用Sigmoid函数，快速获得所有实例的预测概率。这种向量化实现充分利
用了现代计算硬件的并行处理能力，显著加快了模型的预测速度。

6. 分类器选择的讨论
- 相较于生成模型（如朴素贝叶斯），逻辑回归作为判别模型能更直

接地关注对类别判定有帮助的特征，尤其在处理多个相关特征时更稳健。

- 尽管朴素贝叶斯在某些小规模数据或短文本任务上可能表现不错，
但在大规模数据集或长文本中，逻辑回归通常能提供更精确的概率估计
和更好的分类性能。
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4. 多类别逻辑回归
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4. 多类别逻辑回归

1. 多类别问题背景与模型表述
- 当分类任务中类别数大于2时（例如新闻多分类），传统的二分类

逻辑回归不足以直接处理，此时采用多类别 (多项式)逻辑回归模型。
- 在多类别逻辑回归中，每个输入实例 x 被映射为一个长度为 K 的

输出向量，其中 K 表示类别数。对于正确类别 c，将其输出设为1，而
其他类别均为0，这种表示方式称为 one-hot 编码。

2. Softmax函数的引入
- 多类别逻辑回归使用softmax函数来将模型输出（得分向量）转化

为概率分布。softmax函数是sigmoid函数的推广，能够接受一个 K 维的
任意实数向量 z = [z1, z2, . . . , zK]，并将其映射到一个所有元素非负、总
和为1的概率向量：

softmax(zi) =
exp(zi)∑K
j=1 exp(zj)

(1 ≤ i ≤ K)

这一公式确保了当某个 zi 显著大于其他分量时，其对应的概率接近1，
而其他分量的概率则接近0。
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4. 多类别逻辑回归

3. softmax函数在逻辑回归中的应用
- 在多项逻辑回归中，对于每个类别 k，模型为输入 x 分别学习一

个权重向量 wk 以及偏置 bk。对于每个类别，其得分为 wk · x + bk；

- 利用softmax函数，类别 k 的预测概率被计算为：

p(yk = 1 | x) = exp(wk · x + bk)∑K
j=1 exp(wj · x + bj)

为了充分利用现代向量处理硬件，多个类别对应的权重向量
{w1,w2, . . . ,wK} 被组合成一个权重矩阵 W（其每一行对应一个 wk），
偏置项则构成一个向量 b。于是，所有类别的预测概率可以通过一条矩
阵运算表达为：

ŷ = softmax(Wx + b)

上式实现了对所有 K 个类别概率的并行计算。
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4. 多类别逻辑回归5.4 • LEARNING IN LOGISTIC REGRESSION 87

Binary Logistic Regression

w

[f ⨉1]

Output
sigmoid

[1⨉f]

Input words

p(+) = 1- p(-)

…

ŷ

x

y

Input feature
vector 

[scalar]

positive lexicon
words = 1

count of 
“no” = 0

wordcount
=3

x1 x2 x3 xf

dessert   was    great

Weight vector

Multinomial Logistic Regression

W

[f⨉1]

Output
softmax

[K⨉f]

Input words

p(+)

…

y1
^ y2

^ y3
^

x

y

Input feature
vector 

[K⨉1]

positive lexicon
words = 1

count of 
“no” = 0

wordcount
=3

x1 x2 x3 xf

dessert   was    great

p(-) p(neut)

Weight 
matrix

These f red weights
are a row of W 
corresponding

to weight vector w3,
(= weights for class 3,

= a prototype of class 3)

Figure 5.3 Binary versus multinomial logistic regression. Binary logistic regression uses a
single weight vector w, and has a scalar output ŷ. In multinomial logistic regression we have
K separate weight vectors corresponding to the K classes, all packed into a single weight
matrix W, and a vector output ŷ. We omit the biases from both figures for clarity.

f5(x) above could be represented as three features f5(x,+), f5(x,−), and f5(x,0),
each of which has a single weight. We’ll use this kind of notation in our description
of the CRF in Chapter 17.

5.4 Learning in Logistic Regression

How are the parameters of the model, the weights w and bias b, learned? Logistic
regression is an instance of supervised classification in which we know the correct
label y (either 0 or 1) for each observation x. What the system produces via Eq. 5.5
is ŷ, the system’s estimate of the true y. We want to learn parameters (meaning w
and b) that make ŷ for each training observation as close as possible to the true y.

This requires two components that we foreshadowed in the introduction to the
chapter. The first is a metric for how close the current label (ŷ) is to the true gold
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4. 多类别逻辑回归

4. 多元逻辑回归模型的解释性
- 一个有趣的解释是，将 W 的每一行 wk 看作是类别 k 的原型或模

板。输入向量与 wk 的点积衡量了输入与类别 k 的相似度，因而逻辑回
归实际上是在寻找与每个类别原型最相似的输入实例；

- 此外，多项逻辑回归中，每个特征在不同类别下可以拥有不同的
权重，这使得同一特征能够为不同类别提供正向或负向的证据，从而更
细粒度地区分各类别。
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5. 逻辑回归模型的参数学习过程
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5. 逻辑回归模型的参数学习过程

参数学习的过程：利用交叉熵损失函数作为目标指标，将逻辑回归
参数学习问题转化为一个凸优化问题，并通过梯度下降（特别是随机梯
度下降）算法不断更新参数，即权重向量 w 和偏置 b，使得模型在训练
数据上的预测概率尽可能接近真实标签，从而实现有效的分类。

1. 参数学习目标
逻辑回归是一种监督学习方法，每个训练样本 (x(i), y(i)) 已经带有

正确标签 y(i)（对于二元分类，y 为0或1）。模型根据输入 x 通过计算
z = w · x+ b 并应用 Sigmoid 函数，输出预测概率 ŷ = σ(w · x+ b)；学习
目标就是使得 ŷ 尽可能接近真实标签 y。

2. 损失函数的引入
为了衡量模型输出 ŷ 与真实标签 y 之间的差距，引入损失函数

（cost function）。逻辑回归采用了交叉熵损失 (cross-entropy loss)函数，
对于单个样本，其形式为：

LCE(ŷ, y) = − [y log ŷ + (1− y) log(1− ŷ)]

这一损失函数的设计鼓励模型为正确标签赋予高概率，而对错误标签赋
予低概率。
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5. 逻辑回归模型的参数学习过程

3. 优化问题的形式化
逻辑回归模型的学习问题可以形式化为一个凸优化问题，其目标是

找到参数 θ = {w, b} 使得所有训练样本上的平均交叉熵损失最小：

θ̂ = arg min
θ

1

m

m∑
i=1

LCE
(
f(x(i); θ), y(i)

)
由于交叉熵损失函数在逻辑回归中是凸的，这意味着不存在局部最

小值，任何初始点通过适当的梯度下降都能达到全局最优解。

4. 梯度下降法及其变种
为了最小化损失函数，通常使用梯度下降算法，利用损失函数关于

参数的梯度（即偏导数）来更新参数：

θt+1 = θt − η∇θLCE
(
f(x(i); θ), y(i)

)
其中 η 是学习率，决定了每次更新的步长大小。

实践中，为了提高计算效率，经常使用随机梯度下降算法，即每次
只利用单个或一小批训练样本来近似计算梯度，从而实现在线式参数更
新，这在大规模数据训练中尤为常用。
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6. 交叉熵损失函数
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6. 交叉熵损失函数

1. 学习目标与参数定义
逻辑回归的学习 (训练)目标就是使得 ŷ 尽可能接近真实标签 y，即，

对于任一观测 x，分类器的输出 ŷ = σ(w · x + b) (取值为0-1之间的概率
值) 与正确输出 y（取值为0或1）之间的差距：

L(ŷ, y) =预测值与真实值之间的差异

参数为Sigmoid函数中的w和b。
2. 损失函数的引入
为了实现上述目标，采用一种使得训练样本中正确类别标签的概率

更高的损失函数。这种方法被称为条件最大似然估计，即选择参数 w 和
b 来最大化在给定观测 x 条件下训练数据中真实 y 标签的对数概率。最
终得到的损失函数为负对数似然损失，通常称为交叉熵损失。
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6. 交叉熵损失函数

交叉熵损失函数推导

1. 概率模型的构建
针对单个观测 x，目标是学习出一组权重，最大化模型对单个观测

x 生成正确标签的概率 p(y | x)，

p(y | x) = ŷy(1− ŷ)1−y

当 y = 1 时，p(y | x) = ŷ；当 y = 0 时，p(y | x) = 1− ŷ。
2. 对数似然的计算
为了使数学处理更简洁，同时将乘法转换为加法，对概率 p(y | x)

取自然对数，得到对数似然：

log p(y | x) = y log ŷ + (1− y) log(1− ŷ),

对数函数保留了最大化概率的性质，即最大化概率的 p(y | x) 等价于最
大化其对数。
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6. 交叉熵损失函数

3. 构造损失函数：负对数似然
在机器学习中，通常是通过最小化一个损失函数来训练模型。为此，

将对数似然取负，构造出损失函数：

LCE(ŷ, y) = − [y log ŷ + (1− y) log(1− ŷ)]

上式称为交叉熵损失函数。损失值越低，说明模型输出的概率分布与真
实标签越接近。

4. 将模型输出与损失函数联系起来
在逻辑回归中，模型通过计算线性组合 w · x + b 并将其传

入Sigmoid函数得到预测概率 ŷ = σ(w · x + b)。将这一结果代入交叉熵损
失函数，得到：

LCE(ŷ, y) = − [y logσ(w · x + b) + (1− y) log (1− σ(w · x + b))]

通过最小化这个损失函数，模型会调整参数 w 和 b，使得对于每个训练
样本，预测概率 σ(w · x + b) 尽可能接近真实标签 y。
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6. 交叉熵损失函数

5. 交叉熵损失的意义
- 交叉熵损失函数不仅衡量了模型输出与真实分布之间的“距离”，

对数似然衡量模型输出与真实分布之间的“相似度”；

- 交叉熵损失函数具有较好的数学性质——当预测概率接近真实标
签（即为1或0）时，损失趋近于0；当预测概率与真实标签相差较大时，
损失会迅速增大 (如下图所示)。这一特性促使模型在训练过程中不断提
升对正确标签的置信度，从而提高分类性能。
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7. 梯度下降

1. 目标与背景
- 在逻辑回归中，目标是通过调整参数 θ = {w, b} 使得模型对训练

数据的预测概率 ŷ = σ(w · x + b) 尽可能接近真实标签 y；
- 损失函数（交叉熵损失）刻画了模型输出与真实标签之间的差距，

而梯度下降法则用于在参数空间中寻找使得平均损失最小的参数集，即：

θ̂ = arg min
θ

1

m

m∑
i=1

LCE
(
f(x(i); θ), y(i)

)
.

其中，m为测试集中的样本数量。
- 逻辑回归的交叉熵损失函数是凸函数 (在函数图像上任意两点连

线都不会低于函数图像本身)，凸函数最多只有一个全局最小值，也就是
说不存在多个局部最小值使得优化过程陷入困境。因此，从任意初始点
出发使用梯度下降法都能保证找到全局最小值。多层神经网络的损失函
数通常是非凸的，具有多个局部最小值。在这种情况下，梯度下降可能
会在某个局部最小值停滞，无法达到全局最优解，这也是深度学习模型
训练中常见的挑战之一。
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7. 梯度下降

2. 梯度下降的基本原理
- 梯度的概念：多变量函数在某一点的梯度是所有偏导数组成的向

量，指向该函数上升最快的方向，为了使损失函数值下降，需要向反方
向更新参数，即向梯度的相反方向移动。

- 直观解释：类似于在峡谷中寻找下坡路径，梯度给出了上升最快
的方向，因此我们选择沿着其反方向更新参数，从而快速降低损失。

- 更新规则：考虑一个由参数 θ（如权重 w 和偏置 b）构成的损失
函数L，为了使损失函数下降，梯度下降法按照下面的规则更新参数：

θt+1 = θt − η∇θL
(
f(x; θ), y

)
其中 η 是学习率，控制每次更新的步长大小。逻辑回归交叉熵损失函数
对单个权重 wj 的偏导数为：

∂LCE(ŷ, y)
∂wj

= [σ(w · x + b)− y] xj = (ŷ − y)xj

因此，预测误差与输入特征值的乘积决定了参数更新的方向和幅度。
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7. 梯度下降

单变量损失函数梯度下降示例

在单变量情况下，梯度可以理解为损失函数在该点的斜率。

90 CHAPTER 5 • LOGISTIC REGRESSION

machine learning in general we refer to the parameters being learned as θ ; in the
case of logistic regression θ = {w,b}. So the goal is to find the set of weights which
minimizes the loss function, averaged over all examples:

θ̂ = argmin
θ

1
m

m∑

i=1

LCE( f (x(i);θ),y(i)) (5.25)

How shall we find the minimum of this (or any) loss function? Gradient descent is
a method that finds a minimum of a function by figuring out in which direction (in
the space of the parameters θ ) the function’s slope is rising the most steeply, and
moving in the opposite direction. The intuition is that if you are hiking in a canyon
and trying to descend most quickly down to the river at the bottom, you might look
around yourself in all directions, find the direction where the ground is sloping the
steepest, and walk downhill in that direction.

For logistic regression, this loss function is conveniently convex. A convex func-convex

tion has at most one minimum; there are no local minima to get stuck in, so gradient
descent starting from any point is guaranteed to find the minimum. (By contrast,
the loss for multi-layer neural networks is non-convex, and gradient descent may
get stuck in local minima for neural network training and never find the global opti-
mum.)

Although the algorithm (and the concept of gradient) are designed for direction
vectors, let’s first consider a visualization of the case where the parameter of our
system is just a single scalar w, shown in Fig. 5.4.

Given a random initialization of w at some value w1, and assuming the loss
function L happened to have the shape in Fig. 5.4, we need the algorithm to tell us
whether at the next iteration we should move left (making w2 smaller than w1) or
right (making w2 bigger than w1) to reach the minimum.

w

Loss

0
w1 wmin

slope of loss at w1 
is negative

(goal)

one step
of gradient

descent

Figure 5.4 The first step in iteratively finding the minimum of this loss function, by moving
w in the reverse direction from the slope of the function. Since the slope is negative, we need
to move w in a positive direction, to the right. Here superscripts are used for learning steps,
so w1 means the initial value of w (which is 0), w2 the value at the second step, and so on.

The gradient descent algorithm answers this question by finding the gradientgradient

of the loss function at the current point and moving in the opposite direction. The
gradient of a function of many variables is a vector pointing in the direction of the
greatest increase in a function. The gradient is a multi-variable generalization of the
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7. 梯度下降

多变量损失函数梯度下降示例

对于多维参数，每个参数都有对应的偏导数，其集合构成梯度向量。

5.6 • GRADIENT DESCENT 91

slope, so for a function of one variable like the one in Fig. 5.4, we can informally
think of the gradient as the slope. The dotted line in Fig. 5.4 shows the slope of this
hypothetical loss function at point w = w1. You can see that the slope of this dotted
line is negative. Thus to find the minimum, gradient descent tells us to go in the
opposite direction: moving w in a positive direction.

The magnitude of the amount to move in gradient descent is the value of the
slope d

dw L( f (x;w),y) weighted by a learning rate η . A higher (faster) learninglearning rate

rate means that we should move w more on each step. The change we make in our
parameter is the learning rate times the gradient (or the slope, in our single-variable
example):

wt+1 = wt −η
d

dw
L( f (x;w),y) (5.26)

Now let’s extend the intuition from a function of one scalar variable w to many
variables, because we don’t just want to move left or right, we want to know where
in the N-dimensional space (of the N parameters that make up θ ) we should move.
The gradient is just such a vector; it expresses the directional components of the
sharpest slope along each of those N dimensions. If we’re just imagining two weight
dimensions (say for one weight w and one bias b), the gradient might be a vector with
two orthogonal components, each of which tells us how much the ground slopes in
the w dimension and in the b dimension. Fig. 5.5 shows a visualization of the value
of a 2-dimensional gradient vector taken at the red point.

In an actual logistic regression, the parameter vector w is much longer than 1 or
2, since the input feature vector x can be quite long, and we need a weight wi for
each xi. For each dimension/variable wi in w (plus the bias b), the gradient will have
a component that tells us the slope with respect to that variable. In each dimension
wi, we express the slope as a partial derivative ∂

∂wi
of the loss function. Essentially

we’re asking: “How much would a small change in that variable wi influence the
total loss function L?”

Formally, then, the gradient of a multi-variable function f is a vector in which
each component expresses the partial derivative of f with respect to one of the vari-
ables. We’ll use the inverted Greek delta symbol ∇ to refer to the gradient, and

Cost(w,b)

w
b

Figure 5.5 Visualization of the gradient vector at the red point in two dimensions w and
b, showing a red arrow in the x-y plane pointing in the direction we will go to look for the
minimum: the opposite direction of the gradient (recall that the gradient points in the direction
of increase not decrease).
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7. 梯度下降

梯度下降的实际实现与优化策略

- 随机梯度下降（SGD）：为了提高大规模数据训练的效率，梯度下
降通常采用随机梯度下降，即每次仅利用一个随机训练样本来计算梯度，
并据此更新参数；

- Mini-batch训练：为了平衡梯度估计的噪声和计算效率，还可以
采用 mini-batch 训练方法，每次利用一组小批量样本进行参数更新，从
而获得更稳定的梯度估计并加速并行计算；

- 学习率调整：选择合适的学习率 η 至关重要，过高可能导致参数
更新过快而越过最优点，过低则会使收敛速度缓慢。常见策略是初始采
用较高学习率，随后逐渐降低（例如，使学习率成为训练迭代次数的函
数）。
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7. 梯度下降

随机梯度下降 (Stochastic Gradient Descent)

随机梯度下降之所以被称为“随机”，是因为它在每一步迭代中会
随机选取单个样本进行计算。

5.6 • GRADIENT DESCENT 93

function STOCHASTIC GRADIENT DESCENT(L(), f (), x, y) returns θ

# where: L is the loss function
# f is a function parameterized by θ

# x is the set of training inputs x(1), x(2), ..., x(m)

# y is the set of training outputs (labels) y(1), y(2), ..., y(m)

θ←0 # (or small random values)
repeat til done # see caption

For each training tuple (x(i), y(i)) (in random order)
1. Optional (for reporting): # How are we doing on this tuple?

Compute ŷ (i) = f (x(i);θ) # What is our estimated output ŷ?
Compute the loss L(ŷ (i),y(i)) # How far off is ŷ(i) from the true output y(i)?

2. g←∇θ L( f (x(i);θ),y(i)) # How should we move θ to maximize loss?
3. θ←θ − η g # Go the other way instead

return θ

Figure 5.6 The stochastic gradient descent algorithm. Step 1 (computing the loss) is used
mainly to report how well we are doing on the current tuple; we don’t need to compute the
loss in order to compute the gradient. The algorithm can terminate when it converges (when
the gradient norm < ε), or when progress halts (for example when the loss starts going up on
a held-out set). Weights are initialized to 0 for logistic regression, but to small random values
for neural networks, as we’ll see in Chapter 7.

We’ll discuss hyperparameters in more detail in Chapter 7, but in short, they are
a special kind of parameter for any machine learning model. Unlike regular param-
eters of a model (weights like w and b), which are learned by the algorithm from
the training set, hyperparameters are special parameters chosen by the algorithm
designer that affect how the algorithm works.

5.6.3 Working through an example

Let’s walk through a single step of the gradient descent algorithm. We’ll use a
simplified version of the example in Fig. 5.2 as it sees a single observation x, whose
correct value is y = 1 (this is a positive review), and with a feature vector x= [x1,x2]
consisting of these two features:

x1 = 3 (count of positive lexicon words)
x2 = 2 (count of negative lexicon words)

Let’s assume the initial weights and bias in θ 0 are all set to 0, and the initial learning
rate η is 0.1:

w1 = w2 = b = 0
η = 0.1

The single update step requires that we compute the gradient, multiplied by the
learning rate

θ
t+1 = θ

t −η∇θ L( f (x(i);θ),y(i))
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7. 梯度下降

随机梯度下降 (Stochastic Gradient Descent)

随机梯度下降针对单个样本进行参数优化，可能会导致参数非常不
稳定的移动，因此通常计算批量训练实例而不是单个实例的梯度。

5.6 • GRADIENT DESCENT 93

function STOCHASTIC GRADIENT DESCENT(L(), f (), x, y) returns θ

# where: L is the loss function
# f is a function parameterized by θ

# x is the set of training inputs x(1), x(2), ..., x(m)

# y is the set of training outputs (labels) y(1), y(2), ..., y(m)

θ←0 # (or small random values)
repeat til done # see caption

For each training tuple (x(i), y(i)) (in random order)
1. Optional (for reporting): # How are we doing on this tuple?

Compute ŷ (i) = f (x(i);θ) # What is our estimated output ŷ?
Compute the loss L(ŷ (i),y(i)) # How far off is ŷ(i) from the true output y(i)?

2. g←∇θ L( f (x(i);θ),y(i)) # How should we move θ to maximize loss?
3. θ←θ − η g # Go the other way instead

return θ

Figure 5.6 The stochastic gradient descent algorithm. Step 1 (computing the loss) is used
mainly to report how well we are doing on the current tuple; we don’t need to compute the
loss in order to compute the gradient. The algorithm can terminate when it converges (when
the gradient norm < ε), or when progress halts (for example when the loss starts going up on
a held-out set). Weights are initialized to 0 for logistic regression, but to small random values
for neural networks, as we’ll see in Chapter 7.

We’ll discuss hyperparameters in more detail in Chapter 7, but in short, they are
a special kind of parameter for any machine learning model. Unlike regular param-
eters of a model (weights like w and b), which are learned by the algorithm from
the training set, hyperparameters are special parameters chosen by the algorithm
designer that affect how the algorithm works.

5.6.3 Working through an example

Let’s walk through a single step of the gradient descent algorithm. We’ll use a
simplified version of the example in Fig. 5.2 as it sees a single observation x, whose
correct value is y = 1 (this is a positive review), and with a feature vector x= [x1,x2]
consisting of these two features:

x1 = 3 (count of positive lexicon words)
x2 = 2 (count of negative lexicon words)

Let’s assume the initial weights and bias in θ 0 are all set to 0, and the initial learning
rate η is 0.1:

w1 = w2 = b = 0
η = 0.1

The single update step requires that we compute the gradient, multiplied by the
learning rate

θ
t+1 = θ

t −η∇θ L( f (x(i);θ),y(i))
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7. 梯度下降

小批量训练 (Mini-batch training)

1. 背景与动机
- 随机梯度下降 (SGD)的问题：随机梯度下降每次仅选取单个训练

样本来计算梯度并更新参数，这种“在线”更新方法虽然简单，但由于
每次仅依赖单个样本的信息，导致参数更新过程可能“颠簸”较大，梯
度估计不稳定。

- 全批量训练 (batch training)的局限：与之相对，全批量梯度下降
利用整个训练集计算梯度，能获得准确的梯度方向，但其计算成本高昂，
尤其在面对大规模数据集时效率较低。

2. 小批量训练的基本思想
- 折衷方案：为平衡梯度估计的准确性和计算效率，引入小批量训

练的策略。该方法在每次迭代中不是只使用一个样本，也不是使用全部
样本，而是采用一部分样本组成的小批量来计算梯度。

- 优点：¬ 通过同时处理多个样本，可以利用向量化操作大幅提升
计算效率；­ 小批量的梯度平均可以降低单个样本带来的噪声，使得梯
度更新更加稳定，从而加速收敛。
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7. 梯度下降

3. 小批量损失函数
假设一个小批量包含 m 个样本，每个样本的输入与标签分别记作

x(i) 和 y(i)，并假定这些样本相互独立。单个样本的交叉熵损失函数为

LCE(ŷ, y) = − [y log ŷ + (1− y) log(1− ŷ)]

则整个小批量的对数概率为

log p(training labels) =
m∑

i=1

log p(y(i)|x(i))

这可以表示为小批量损失的负和，即

−
m∑

i=1

LCE(ŷ(i), y(i))

为了得到平均损失，定义小批量的代价函数为

Cost(ŷ, y) = 1

m

m∑
i=1

LCE(ŷ(i), y(i))
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7. 梯度下降

4. 小批量梯度的计算
每个样本的梯度为 (ŷ − y)x。因此，小批量梯度就是各样本梯度的

平均值：
∂Cost(ŷ, y)

∂wj
=

1

m

m∑
i=1

[
σ(w · x(i) + b)− y(i)

]
x(i)j .

同时，这一求和形式可以利用矩阵运算进一步向量化表达，提高计算效
率。设 X 为形状为 [m × f] 的输入矩阵，y 为形状为 [m × 1] 的标签向
量，则梯度可写为：

∂Cost(ŷ, y)
∂w =

1

m(ŷ − y)TX =
1

m (σ(Xw + b)− y)T X.

小批量训练是介于随机梯度下降与全批量梯度下降之间的一种折衷
方法。它既能利用多个样本的统计信息提高梯度估计的准确性和更新的
稳定性，又能通过向量化操作降低计算成本，从而在大规模数据训练中
兼顾效率与效果。
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7. 梯度下降

梯度下降计算实例

一、示例背景与初始设置

1. 样本选择与特征构造
选取一个简化示例：对单个训练样本，其特征向量仅包含两个分量：

- x1 = 3：表示该文档中正面情感词（例如“great”、“awesome”等）
的计数；

- x2 = 2：表示该文档中负面情感词（例如“poor”、“terrible”等）
的计数

该样本的真实标签为 y = 1，即表示正面情感。

2. 初始参数设置
模型参数包括权重向量和偏置项。初始权重和偏置均设为0：

w1 = 0, w2 = 0, b = 0

同时，初始学习率设为 η = 0.1。
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7. 梯度下降

二、单步梯度下降更新过程

1. 梯度计算公式
根据逻辑回归交叉熵损失的求导结果，对于单个样本，其梯度关于

每个参数的偏导数表达式为：

∇w,bL =


∂LCE(ŷ,y)

∂w1
∂LCE(ŷ,y)

∂w2
∂LCE(ŷ,y)

∂b

 =

(σ(w · x + b)− y)x1
(σ(w · x + b)− y)x2
(σ(w · x + b)− y)1


其中，σ(z) 表示 sigmoid 函数，其定义为 σ(z) = 1

1+e−z。
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7. 梯度下降

2. 在初始参数下计算梯度
由于初始参数均为0，则有：

z = w · x + b = 0 =⇒ σ(0) = 0.5

因此，对于该样本（y = 1）：

- 对 w1 的偏导数为：

∂LCE
∂w1

= (σ(0)− 1)x1 = (0.5− 1)× 3 = −1.5

- 对 w2 的偏导数为：

∂LCE
∂w2

= (σ(0)− 1)x2 = (0.5− 1)× 2 = −1.0

- 对偏置 b 的偏导数为：
∂LCE
∂b = σ(0)− 1 = 0.5− 1 = −0.5

整体梯度向量为：∇w,bL = [−1.5,−1.0,−0.5]T。
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7. 梯度下降

3. 参数更新
根据梯度下降更新规则：

θ(t+1) = θ(t) − η∇θL,

其中 θ 表示包含 w1,w2 以及 b 的参数向量。将初始参数 θ(0) =

00
0

 和
计算得到的梯度代入，利用学习率 η = 0.1 得到：

θ(1) =

00
0

− 0.1×

−1.5
−1.0
−0.5

 =

0.150.1
0.05

 .

这表明在经过一次梯度下降更新后，参数从初始的全零状态调整为
w1 = 0.15，w2 = 0.1，b = 0.05。
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7. 梯度下降

三、结果解释

1. 参数更新的意义
更新后的参数表明模型对正面情感的证据进行了正向修正。具体来

说：

- w1（与正面词计数相关）变为正值，增加了正类的概率；

- w2（与负面词计数相关）在本次更新中也变为正值，理想情况下
如果遇到更多负例（其中 x2 较大且 y = 0），w2 将会向负方向调整，从
而更准确地区分正负情感。

2. 学习过程的动态性
本次更新仅基于单个正样本。整体模型训练过程中，梯度下降（或

小批量训练）会不断利用多个样本的梯度信息，对所有参数进行迭代更
新，使得模型最终能够以较低的平均损失拟合整个训练集。
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8. 正则化
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8. 正则化

1. 正则化的背景与动机
过拟合问题：在模型训练过程中，如果模型参数（权重）能够使模

型在训练数据上达到完美拟合，则可能会出现“过拟合”现象。也就是
说，某些特征如果在训练集中完全区分了各类别，就会被赋予极大的权
重，从而模型不仅捕捉到了数据中真实的模式，还过分“记住”了训练
数据中的噪声和偶然相关性，导致在新数据（测试数据）上表现不佳。

为了使模型能够更好地泛化到未见数据，需要对模型参数进行约束，
从而防止权重过大或过于复杂。这就是引入正则化项的根本动机。
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8. 正则化

2. 正则化项的基本构造
在优化目标（损失函数）中，在原有的最大化训练数据对数似然的

基础上，额外加入一个正则化项，以惩罚权重过大的情况。(最大化)目
标函数可以写为：

θ̂ = arg max
θ

[ m∑
i=1

log P(y(i) | x(i))− αR(θ)

]
其中：- θ = {w, b} 表示模型的全部参数；

- R(θ) 为正则化项，α 为正则化超参数，控制正则化项在整体目标
中的权重。

正则化项的作用：如果模型完美拟合训练数据但需要使用极大权重，
则正则化项会对这样的参数设置施加惩罚，从而使得模型更倾向于选择
那些虽然拟合效果稍逊但权重较小、泛化能力更好的参数组合。
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8. 正则化

3. 常见的正则化方式
L2正则化（岭回归）：L2正则化项利用参数向量的L2范数（即欧几

里得距离的平方）：

R(θ) = ∥θ∥22 =
n∑

j=1

θ2j

将L2正则化项加入到原始的目标函数中，得到正则化后的目标为：

θ̂ = arg max
θ

 m∑
i=1

log P(y(i) | x(i))− α

n∑
j=1

θ2j


特点：L2正则化倾向于使所有参数变得较小，即分散调整权重。其

优点在于求导较简单（ d
dθθ

2 = 2θ），便于数值优化。L2正则化对应于假
设参数服从均值为0的高斯（Gaussian）分布，即大多数参数应集中
在0附近，且偏离0的概率随着距离的增加而迅速下降。
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8. 正则化

L1正则化（Lasso回归）：L1正则化项利用参数向量的L1范数（即各
参数绝对值之和）：

R(θ) = ∥θ∥1 =
n∑

j=1

|θj|

将L1正则化项加入到原始目标函数中，目标函数为：

θ̂ = arg max
θ

 m∑
i=1

log P(y(i) | x(i))− α

n∑
j=1

|θj|


特点：L1正则化倾向于使得部分参数精确地变为0，从而产生稀疏

解，这在特征选择上有明显优势。然而，由于绝对值函数在0处不可微，
求导处理相对复杂。L1正则化对应于对参数施加拉普拉斯（Laplace）先
验，即认为参数分布服从尖峰且尾部较重的分布。
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9. 多类别逻辑回归梯度计算
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9. 多类别逻辑回归梯度计算

1. 多项式逻辑回归损失函数的构建
在二元逻辑回归中，标签 y 只有两种取值（例如 0 与 1），其常用

的交叉熵损失函数为

LCE(ŷ, y) = −
[
y log ŷ + (1− y) log(1− ŷ)

]
.

对于多类别问题（多项式逻辑回归），标签不再是单一的0或1，而是用一
个one-hot向量表示：假设共有 K 个类别，则对于正确类别 c 有 yc = 1，
其它类别 yj = 0（j ̸= c）。

损失函数表达：最大化模型对单个观测 x 生成正确标签的概
率p(y | x) =

∏K
k=1 ŷyk

k ，多项式逻辑回归的交叉熵损失函数推广为：

LCE(ŷ, y) = −
K∑

k=1

yk log ŷk

由于只有正确类别 c 对应的 yc = 1，其它 yj = 0（j ̸= c），故上述求和
实际上只剩下正确类别一项，即

LCE(ŷ, y) = − log ŷc
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9. 多类别逻辑回归梯度计算

输出概率计算：模型对于输入 x 的输出分数（也称为 logits）对于
每个类别 k 由线性函数计算得到：

zk = wk · x + bk,

然后利用 softmax 函数将这些分数转换为概率分布：

ŷk = p(yk = 1|x) = exp(zk)∑K
j=1 exp(zj)

因此，对于正确类别 c 的预测概率为

ŷc =
exp(wc · x + bc)∑K
j=1 exp(wj · x + bj)

损失函数即为

LCE(ŷ, y) = − log exp(wc · x + bc)∑K
j=1 exp(wj · x + bj)
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9. 多类别逻辑回归梯度计算

2. 梯度推导及参数更新
与二元逻辑回归类似，多项式逻辑回归的梯度推导目标在于计算损

失函数关于各类别权重的偏导数，从而指导参数更新。对于每个类别 k
及对应权重 wk,i（即第 i 个输入特征对应于类别 k 的权重），梯度的表达
形式为：

∂LCE
∂wk,i

= −(yk − ŷk) xi

这里，yk 是真实标签（只有正确类别取1，其它类别取0），而 ŷk 则是由
softmax 得到的预测概率。
参数更新：基于上式，多项式逻辑回归采用梯度下降（或其变种，

如随机梯度下降）更新参数。令学习率为 η，则对于每个参数有：

w(t+1)
k,i = w(t)

k,i − η
∂LCE
∂wk,i

,

即
w(t+1)

k,i = w(t)
k,i + η (yk − ŷk) xi
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9. 多类别逻辑回归梯度计算

多类别逻辑回归梯度推导概要

¬ 从多类别的交叉熵损失函数

LCE = −
K∑

k=1

yk log ŷk,

对 wk,i 求偏导；

­ 利用链式法则和对对数函数求导的结果（ d
dz log z = 1

z），可以将
求导过程拆分为两部分：一部分是关于 ŷk 的导数，另一部分是 ŷk 关于
wk,i 的导数；

® 又利用了 softmax 函数的导数性质（对于 sigmoid 函数，其导数
为 σ(z)(1− σ(z))，softmax 的导数推广后会得到类似形式，一个雅可比
矩阵）；

¯ 最终得到的结果便是

∂LCE
∂wk,i

= −(yk − ŷk) xi.
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10. 逻辑回归模型解释
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10. 逻辑回归模型解释

1. 解释性的重要性
- 在实际应用中，不仅需要知道模型的分类结果，更希望理解模型

为何做出这种决策。也就是说，模型的“可解释性”要求能够揭示各个
特征在决策过程中的作用和影响。这种解释能力对于构建透明、可信的
模型至关重要，特别是在商业和决策支持等领域，用户需要知道模型判
断背后的依据。

2. 逻辑回归的可解释性优势
逻辑回归模型通常采用人为设计的特征，这使得每个特征对应的权

重具有明确的含义。通过观察特征对应的权重（如某特征对应的权重大
小及其正负符号），可以直观判断该特征对分类决策的正向或负向影响。
例如，在情感分类中，某些词（如“好”、“喜欢”）可能具有正权重，而
“差”、“糟糕”等词则具有负权重。
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10. 逻辑回归模型解释

3. 统计检验与权重大小的作用
为了进一步解释模型决策，逻辑回归常常结合统计检验方法，如似

然比检验或Wald检验，用以判断某一特征是否在统计上显著地影响分类
结果。通过这些检验，可以确认哪些特征对模型预测起到了关键作用，
从而帮助使用者理解模型的决策机制。

4. 逻辑回归作为分析工具的应用
除了作为分类器，逻辑回归还被广泛用作分析工具，帮助探讨不同

解释变量（特征）与目标变量之间的关系。在文本分类等任务中，可以
利用逻辑回归来检验某些语言特征（例如，否定词出现的频率）是否与
情感极性、电影评论中的某些主题（如摄影技术）等结果有关，同时通
过控制其他混杂因素（如电影类型）来验证这种关系的独立性。
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10. 逻辑回归模型解释

课后练习

1. 复习下面微积分中的求导知识点，自行推导二分类逻辑回归和多分类
逻辑回归中损失函数对模型参数的梯度。

- 对数函数的导数：
d
dx ln(x) = 1

x
- Sigmoid函数的导数：

dσ(z)
dz = σ(z)(1− σ(z))

- 链式法则：对于复合函数 f(x) = u(v(x))，有
df
dx =

du
dv · dv

dx

- Softmax的导数涉及到一个雅可比矩阵（Jacobian Matrix），其中每个元素表示
输出 si 对输入 zj 的偏导数。经过求导计算，可以证明：

∂si
∂zj

= si(δij − sj)

其中，δij 是Kronecker δ函数，当 i = j 时 δij = 1，当 i ̸= j 时 δij = 0。
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THE END
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